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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РОСТА РАДИАЛЬНОЙ ТРЕЩИНЫ В 
СТАЛЬНОМ КОЛЬЦЕВОМ ОБРАЗЦЕ  
 
 
При чисельному моделюванні росту тріщини в зразках запропонований двох параметричний 
критерій нестабільного росту тріщини, який включає J-інтеграл та кут розкриття тріщини. 
 
At numerical modeling of growth of a crack the two-parametrical criterion of as table destruction of a 
crack which includes plan metric power J-integral and a corner of disclosing of a crack is considered. 
 
 
Рассматривая тело с трещиной важно знать, является ли состояние вблизи 
трещины критическим. При приложении к нему нагрузки трещина может оставаться 
неподвижной, либо может начаться ее рост. При статическом и циклическом 
растяжении плоских образцов с трещиной перед наступлением критического состояния 
(когда трещина начинает быстро распространяться) наблюдается стадия медленного 
устойчивого ее роста [1, 2]. Этой стадии придается большое значение, что при 
исследовании механических свойств материалов привело к развитию методов 
определения диаграмм разрушения RKl − , RJl −  [3]. Метод оценки 
трещиностойкости  по R – кривой представляет интерес для практического применения 
для сталей при таких температурах и скоростях деформации, при которых до начала 
быстрого разрушения происходит значительный вязкий рост трещины [1]. В условиях 
плоской деформации метод нахождения R – кривых отсутствует. Считается, что 
сопротивление росту трещины должно возрастать до максимума по мере ее 
распространения и зависеть от этого и степени остроты исходной трещины, которая 
создается предварительным усталостным нагружением. Цель метода R – кривых 
состоит в том, чтобы он обеспечивал данные, нужные для оценки условий быстрого 
распространения трещины заданного размера и положения в конструкции. Критические 
условия наступления неустойчивости оцениваются по точке на R – кривой, в которой 
характеристический параметр, подсчитанный для элемента конструкции при 
приращении длины трещины, начинает расти быстрее, чем следует ожидать согласно R 
– кривой. Информация, которую дает R – кривая, более полная, чем получаемая 
методом оценки трещиностойкости в одной точке, так как  при измерениях lcK  
внимание сосредотачивается  на начале распространении трещины, а не на начале 
быстрого распространения. Метод R – кривых  дает удовлетворительное предсказание 
критической нагрузки, соответствующей началу быстрого роста разрушения во многих 
испытаниях. Однако экспериментальное определение R – кривых является трудоемким 
процессом [3]. 
В работе [4] рассмотрен двухпараметрический критерий разрушения упруго-
пластических тел с трещинами нормального отрыва, который включает расчет двух 
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параметров: критического коэффициента интенсивности напряжений 1K  и 
коэффициента стесненности деформации km . При этом предложен критерий  в виде: 
  mck KKm =⋅ 1  ,  (1) 
где mcK  – КИН – постоянная величина для данного материала при одинаковых 
условиях испытаний. При этом не указано, как эта величина экспериментально 
определяется. 
В работах [5 - 7] изложены основные подходы к применению метода конечных 
элементов (МКЭ) в механике разрушения. Однако в них мало уделено внимание 
критериям разрушения, которые определяют условия перехода от устойчивого к 
быстрому распространению трещины в упругопластическом теле.  
Цель настоящей работы разработать основные подходы к моделированию 
устойчивого роста трещины с помощью МКЭ, создать алгоритм расчета с его 
проверкой на компактном образце при растяжении, смоделировать условия перехода 
медленного устойчивого к быстрому неустойчивому  росту радиальной трещины в 
стальном кольцевом образце при нагружении его внутренним давлением. 
Для моделирования устойчивого роста трещины с помощью метода конечных 
элементов известны два подхода: микроскопический и макроскопический.  
В работе [8] приведена эффективная численная схема автоматического расчета 
сеток в МКЭ. 
При использовании микроскопического подхода моделируется область в 
непосредственной близости к вершине трещины. Конечные элементы в вершине имеют 
размер гораздо меньше, чем раскрытие трещины при страгивании и вся сетка меньше, 
чем длина трещины. При этом можно моделировать большие деформации в зонах 
процессов разрушения. Микроскопический процесс может дать представления о 
напряжениях и деформациях при ограниченной величине роста трещин. Недостатком 
этого подхода состоит в том, что поля напряжений вблизи трещины трудно связывать с 
экспериментальными измеряемыми величинами. 
Использование макроскопического подхода к моделированию устойчивого роста 
трещины обеспечивает хорошее совпадение с экспериментом. При этом подходе на 
конечные элементы разбивается весь образец или относительно большая часть детали. 
Размер элемента вблизи вершины трещины принимается из условия сходимости 
численных результатов и имеет величину порядка величины раскрытия трещины при 
страгивании. Для моделирования роста трещины с помощью МКЭ необходим 
некоторый механизм изменения граничных условий, если удовлетворяются критерии 
разрушения. Один из используемых механизмов является метод освобождения узла. 
Сущность данного метода в том, что когда удовлетворяется критерий разрушения, 
ограничение перемещения в узле вершины трещины заменяется эквивалентной силой. 
Затем эта узловая сила уменьшается до нуля посредством последовательных 
приращений в процессе анализа, создавая при этом новую вершину трещины. Эта 
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процедура повторяется для столь большого количества узлов, сколько необходимо для 
роста трещины. 
Другой механизм граничных условий заключается в смещении  узла в вершине 
трещины в направлении роста трещины, при этом моделируется удлиненная трещина. 
Важным моментом при решении задач для тел с трещиной является выбор 
критерия разрушения. Существующие критерии стабильного и нестабильного роста 
трещины можно разделить на две группы. Одна группа критериев основывается на 
локальных параметрах, характеризующих поле напряжений вблизи трещины (такие как 
коэффициент интенсивности напряжений, величина напряжений и деформаций в 
вершине трещины, угол раскрытия трещины). Другая группа критериев базируется на 
интегральных  параметрах, в качестве которых выступают энергетические параметры 
( cc J,G ). Локальные критерии являются более точными и в меньшей мере зависят от 
геометрии образца, но более сложные в определении. Интегральные критерии более 
доступны для проверки экспериментом, но сильно зависят от геометрии образца. В 
последнее время для оценки разрушения применяются двухпараметрические критерии 
разрушения [4], которые характеризуют устойчивые и неустойчивые этапы 
разрушения. 
Основой для моделирования роста послужила разработанная программа для 
решения упруго-пластических задач в плоской постановке для тел со стационарной 
трещиной. Данный алгоритм разработан на 
основе теории течения с использованием 
условия текучести Мизеса. Эмпирическая 
зависимость εσ −  описывается экспоненци-
альным законом или с помощью сплайнов. 
Для моделирования устойчивого роста принят 
макроскопический подход, т.е. на конечные 
элементы разбивается весь образец, размер 
элемента вблизи вершины трещины имеет 
величину порядка раскрытия трещины при 
страгивании. Для того чтобы моделировать 
распространение трещины (при удовлетво-
рении критерия разрушения) в качестве 
механизма изменения граничных условий 
принят метод «освобождения узла». 
Когда удовлетворяются критерии разру-
шения, длина трещины увеличивается на один 
конечный элемент. В программе 
используются прямоугольные изопараметри-
ческие конечные элементы, следовательно, 
освобождаются два узла, в которых 
вычисляются эквивалентные силы. Величина 
этих эквивалентных сил входит как новая 
Рис. 1. Геометрия образования 
новой трещины 
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правая часть при решении систем уравнений, после чего узлы находят свое собственное 
положение равновесия для новой вершины трещины. Из теоретических решений 
известно, что напряжения в непосредственной близости к вершине трещины имеют 
особенность типа r/1 . Для описания этой особенности в вершине трещины 
использованы специальные конечные элементы, моделирующие сингулярность 
напряжений. Важным моментом при моделировании роста трещины является 
сохранение этой особенности для движущейся вершины трещины. Для этого 
разработан отдельный модуль программы, который сохраняет сингулярное поведение 
напряжений вблизи трещины. Схема образования новой вершины трещины показана на 
рис. 1. Оценка разрушения проводится на основе двухпараметрического критерия, 
который состоит из контурного энергетического J-интеграла, не зависящего от пути 
интегрирования и угла  раскрытия трещины α (в сочетании этих 2-х параметров). На 
начальной стадии роста трещины (α проходит через фазу установления) управляющим 
параметром служит J-интеграл. Далее, с того момента, когда угол раскрытия трещины 
становится постоянным (отражается наличие стационарного состояния), а J-интеграл 
перестает быть инвариантным, продолжающийся процесс образования трещины 
описывается путем сохранения угла раскрытия трещины постоянным и равным 
найденному значению в конце первого этапа. 
Данная методика не требует никаких предварительных сведений относительно 
критического значения угла раскрытия трещины. Считается, что известным должно 
быть значение J-интеграла на первом этапе роста трещины. Основная трудность, 
встречающаяся при моделировании роста трещины, регулируемого контурным 
энергетическим интегралом, состоит в следующем: граничные условия являются 
функцией параметра приращения длины трещины, которые в свою очередь являются 
функцией от J-интеграла, должны определяться в начале приращения при получении 
решения, а параметр J-интеграл может определяться лишь в конце отдельного прира-
щения. Так как граничные условия всегда должны устанавливаться в явном виде, то 
возникает необходимость использования схемы экстраполяции для предсказания при-
мерного значения J-интеграла в конце отдельного приращения и для определения шага 
приращения по внешней нагрузке так, чтобы значения J-интеграла не превышало 
более, чем на 5% значение J-интеграла, при котором выполняется критерий 
разрушения. 
Для оценки работоспособности рас-
сматриваемого метода для моделирования 
устойчивого роста трещины был проведен 
расчет компактного образца со схемой разбив-
ки его на конечные элементы, представленной 
на рис. 2. 
Результаты расчета сравнивались с 
известными в литературе численными реше-
ниями, а также экспериментальными данными 
[3]. При моделировании материал считается 
Рис. 2. Схема разбивки компактного 
образца на конечные элементы 
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линейно упругим до достижения предела текучести Тσ , выше Тσ  упрочнение 
происходит по степенному закону, т.е.: 
  
n
TT
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ σσ=εε ,  (2). 
Расчеты проводились для стали 45 при следующих исходных данных: Тσ  =400 
МПа, Е = 196,7 ГПа, E/ТТ σε = , n=10, J = 3 кг/мм. Результаты проведенных расчетов 
представлены графиками зависимостей: J-интеграла (рис.3) и угла раскрытия трещины 
(рис.4) от приращения трещины при устойчивом ее росте. Они показывают, что на 
начальной стадии угол раскрытия трещины имеет большое значение, затем 
уменьшается и наступает установившийся этап, где угол раскрытия трещины остается 
постоянным. Наблюдается хорошее совпадение результатов расчета с результатами 
экспериментов, полученными другими авторами [3]. Апробированный вычислительный 
комплекс является составной частью программы динамического расчета плоских и 
осесимметричных тел с трещиной. Для отладки последней используются 
экспериментальные данные о напряженном состоянии кольцевого образца с двумя 
радиальными трещинами, находящегося под действием импульсной нагрузки.  
приращение трещины,  ∆ l, мм 
приращение трещины,  ∆ l, мм 
Рис.3. Зависимость J-интеграла от 
приращения трещины 
Рис.4. Зависимость угла раскрытия трещины 
от ее приращения 
 
Для получения оптимальной дискретной 
расчетной схемы МКЭ рассмотрено решение 
указанной задачи в статической постановке. При 
этом рассматривается кольцевой образец с двумя 
радиальными трещинами, нагруженный внутрен-
ним давлением. 
Геометрические размеры образца совпадают с 
теми, которые использованы в эксперименте, а 
именно: внутренний радиус R1  =0,03м, внешний 
радиус R2 =0,068м, Н=0,019м, длина трещины lтр.= 
0,043м (рис.5). Механические характеристики 
Рис.5 Кольцевой образец 
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принимаются такими же, как и для компактного образца. Исследуемая область образца 
разбита на 148 конечных элементов. Сторона элемента вблизи трещины имеет размер 
0,0001 м. Конечно-элементная дискретизация показана на рис.6. 
 
 
Рис.6. Конечно-элементная 
дискретизация кольцевого образца 
Рис.7. Пластические зоны в кольцевом 
образце 
 
Анализ напряженного состояния при данной расчетной схеме показал, что 
текучесть начинается в элементах, расположенных вблизи трещины при внешней 
нагрузке р=5,3 МПа. Общая картина распределения пластических зон показана на 
рис.7. При достижении внешней нагрузки р=46,1 МПа текучесть начинается и на 
внутренней границе кольца, верхняя часть контура 3 показывает развитие 
пластического течения до момента начала неустойчивого разрушения, а контур 4 
(р=85,7 МПа) показывает конфигурацию пластической зоны при достижении 
критического значения J-интеграла ( lJ =15 кгс/мм) для трещины с длиной 
ll Δ+ (Δl=4мм). 
Дальнейшее нагружение показывает, что почти вся исследуемая область 
деформируется пластически, т.е. полное разрушение пройдет при существенной 
пластической деформации, протекающей по всей поверхности образца. Исследования 
раскрытия трещины при ее росте на 3 мм ( рис. 8) показывает, что в начальный момент 
(момент страгивания) вершина трещины затупляется, а при дальнейшем ее росте она 
становится острой. Подобный эффект также выявляется при анализе зависимости угла 
раскрытия трещины α от приращения ее длины (рис.9), т.е. выполняется критерий:  
  )n(l)n(l JJ 1+< , )n(n 1+=αα ,  (3) 
где )n(l)n(l J,J 1+  - текущие расчетные значения J-интеграла  на (n) и (n+1)- шаге расчета, 
)n(n , 1+αα  - текущие расчетные значения угла раскрытия  на (n) и (n+1)- шаге расчета. 
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∆l,мм 
Рис.8. Зависимость раскрытия 
трещины от приращения ее длины 
Рис.9. Зависимость угла раскрытия 
трещины от приращения ее длины 
 
Выводы 
1.Расчеты показывают, что выбранный двухпараметрический критерий, 
состоящий из J-интеграла и угла раскрытия трещины α, является эффективным для 
анализа закономерностей развития трещины в упругопластическом материале. 
2. Критерий неустойчивого разрушения упругопластического материала можно 
записать в виде: )n(l)n(l JJ 1+< , )n(n 1+=αα .  
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